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Введение
Под теоремами регулярности в геометрической теории функций принято по-
нимать утверждения, аналогичные хорошо известным теоремам о монотонности
роста или убывания модуля производной |𝑓 ′(𝑧)| в классе 𝑆 однолистных конформ-
ных отображений 𝑓(𝑧) единичного круга ∆ = {𝑧 : |𝑧| < 1} ⊂ C, нормированных
условиями 𝑓(0) = 𝑓 ′(0)− 1 = 0.
Особое внимание этой тематике уделяется, начиная с 60-ых годов ХХ века, в
связи с развитием теории линейно-инвариантных семейств аналитических функ-
ций (см., например, [1, 2]). На сегодняшний день теоремы регулярности доказаны
для большого количества функционалов как в классах аналитических функций
(см., например, [3-5]), так и в более широких семействах гармонических отобра-
жений [6, 7].
Впервые теоремы регулярности в классе 𝑆 были получены в работах В.К.Хей-
мана, Я. Кшижа [8, 9] во второй половине XX века. Классическим примером тео-
ремы регулярности является следующий результат в классе 𝑆:
Теорема 1 (теорема регулярности роста в 𝑆 [8, 9]). Пусть 𝑓 ∈ 𝑆. Тогда
1. функции max
|𝑧|=𝑟





1+𝑟 не возрастают по 𝑟 ∈ (0, 1) при
любом 𝜙 ∈ [0; 2𝜋);

















= 𝛿 ∈ [0, 1];
1Работа первого автора выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект №14-01-92692).
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3. 𝛿 = 1 только для вращения функции Кебе 𝐾𝜃(𝑧) =
𝑧
(1−𝑒−𝑖𝜃𝑧)2 , где 𝜃 ∈ R –
фиксированное число.
1. Теорема регулярности порядка выпуклости в классе 𝐶
Рассмотрим подкласс 𝐶 класса 𝑆, состоящий из функций 𝑓 ∈ 𝑆, отображающих
круг ∆ на выпуклые области. Критерием выпуклости и однолистности локально




𝑓 ′(𝑧) + 1
}︁
≥ 0 для всех 𝑧 ∈ ∆
(см., например, [10]).
Пусть 𝛽 – фиксированное число из отрезка [0, 1]. Напомним, что функция
𝑓(𝑧) ∈ 𝑆 называется








2. 𝛽-выпуклой в круге ∆, если она 𝛽-выпукла в любой точке 𝑧 ∈ ∆;











Известно (см., например, [10]), что для любой функции 𝑓 ∈ 𝐶 и любой точки








1− 𝑟2 . (1)
Из неравенства (1) следует, что для любой функции 𝑓(𝑧) ∈ 𝐶 порядок выпук-
лости 𝛽(𝑟) ≥ 1−𝑟1+𝑟 .
Следующая теорема позволяет дополнить эту оценку утверждением о регуляр-
ности убывания порядка выпуклости с ростом 𝑟.










1−𝑟 не убывают по 𝑟 на интервале
(0, 1) для любого 𝑡 ∈ [0, 2𝜋);






























ют по 𝑟 на интервале (0, 1) для любого 𝑡 ∈ [0, 2𝜋);






























3, 3*) 𝛿 = 𝛿* = 1 тогда и только тогда, когда 𝑓(𝑧) = 𝑧1+𝑒𝑖𝑡𝑧 и 𝑡 = 𝑡0, 𝑡 = 𝑡
*
0 для
случаев 2) и 2*), соответственно.
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Доказательство. Рассмотрим функцию 𝑓 ∈ 𝐶.




𝑓 ′(𝑧) + 1
}︁
1+𝑟
1−𝑟 не убывает по 𝑟 для любого 𝑧 = 𝑟𝑒
𝑖𝑡 на




















































































Фиксируем точку 𝑧. Тогда зависящая от 𝜁 функция
𝑓( 𝑧+𝜁1+𝑧𝜁 )− 𝑓(𝑧)
𝑓 ′(𝑧)(1− |𝑧|2) = 𝜁 + 𝐴2𝜁
2 + 𝐴3𝜁
3 + . . .
однолистна, отображает круг ∆ на выпуклую область и принадлежит классу 𝐶.






















(1− 𝑟2)2 (3𝑧𝐴3 − 2𝑧𝐴
2
2 + (1 + 𝑟)
2𝐴2) +




Порядок выпуклости функции 𝑓 в точке 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝑡 совпадает с порядком выпук-
лости функции 𝑒−𝑖𝑡𝑓(𝑒𝑖𝑡𝑧) в точке 𝑧 = 𝑟. Следовательно, без ограничения общно-





















(1 + 𝑟)2(1 + 𝐴2) + 𝑟(3𝐴3 − 2𝐴22 − 1)
}︀
.
Известно (см., например, [10]), что в классе 𝐶 справедливы точные оценки
|𝐴2| ≤ 1 и |𝑎3 − 𝑎22| ≤ 13 (1− |𝑎2|2). Следовательно, Re 3(𝐴3 −𝐴22) > |𝐴2|2 − 1.




















(1 + 𝑟)2(1 + 𝐴2) + 𝑟(|𝐴2|2 + 𝐴22 − 2)
}︀
.
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Покажем, что правая часть последнего неравенства неотрицательна при любом
𝑟 ∈ (0, 1). Пусть 𝐴2 = 𝑎𝑒𝑖𝜙, где 𝑎 ∈ (0, 1), 𝜙 ∈ R. Следовательно, Re𝐴2 = 𝑎 cos𝜙 и
Re𝐴22 = 𝑎
2(2 cos2 𝜙− 1), тогда
Re
{︀
(1 + 𝑟)2(1 + 𝐴2) + 𝑟(|𝐴2|2 + 𝐴22 − 2)
}︀
=
= (1 + 𝑟)2(1 + 𝑎 cos𝜙) + 𝑟(𝑎2 + 2𝑎2 cos2 𝜙− 𝑎2 − 2) =
= (1 + 𝑎 cos𝜙)
(︀
(1 + 𝑟)2 − 2𝑟(1− 𝑎 cos𝜙))︀ > (1− 𝑎)(1− 𝑟)2 ≥ 0




















𝑓 ′(𝑧) + 1
}︁
1+𝑟
1−𝑟 не убывает по 𝑟 для всех точек 𝑧 = 𝑟𝑒
𝑖𝑡.
Теперь докажем, что 𝛽(𝑟) 1+𝑟1−𝑟 не убывает по 𝑟 для всех точек 𝑟 ∈ (0, 1).


















Для любых 𝑟, 𝑟1, 0 < 𝑟 < 𝑟1 < 1, в силу доказанного выше справедливы оценки:
𝛽(𝑟)
1 + 𝑟



























1− 𝑟1 = 𝛽(𝑟1)
1 + 𝑟1
1− 𝑟1 .
Таким образом, выражение 𝛽(𝑟) 1+𝑟1−𝑟 не убывает по 𝑟 для всякой функции 𝑓 ∈ 𝐶.
2) В классе выпуклых функций для 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝑡 справедлива следующая оценка,










6 1 + 𝑟




1− 𝑟 > 1






1− 𝑟 = 𝛿 ∈ [1,∞].
Докажем, что существует 𝑡0 ∈ R, для которого выполняется второй пункт тео-
ремы.
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Выберем такую возрастающую последовательность 𝑟𝑛 ∈ (0, 1), что 𝑟 < 𝑟𝑛 и
𝑟𝑛 → 1− при 𝑛 → ∞. В силу ограниченности последовательности 𝑡𝑛 = 𝑡(𝑟𝑛) без





𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝑡) + 1
}︁
1+𝑟
1−𝑟 не убывает по 𝑟 ∈ (0, 1) при
каждом 𝑡 ∈ R, получим:
𝛽(𝑟)
1 + 𝑟



























1− 𝑟𝑛 = 𝛽(𝑟𝑛)
1 + 𝑟𝑛
1− 𝑟𝑛 .
Устремляя здесь 𝑛 к бесконечности, в пределе приходим к оценкам
𝛽(𝑟)
1 + 𝑟








1− 𝑟 6 𝛿.



















𝑓 ′(𝑧) + 1
}︁
1−𝑟
1+𝑟 не возрастает по 𝑟 для любого 𝑧 = 𝑟𝑒
𝑖𝑡















для любого 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝑡.





























































3𝑟𝐴3 − 2𝑟𝐴22(1− 𝑟)2𝐴2 + 𝑟(1− 𝑟)2 − 1
}︀
.



















𝑟 − 1 + 𝑟(𝐴22 − |𝐴2|2) + (1− 𝑟)2(𝑟 + 𝐴2)
}︀
.
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Покажем, что правая часть последнего неравенства неположительна при лю-
бом 𝑟 ∈ (0, 1).
Пусть 𝐴2 = 𝑎𝑒
𝑖𝜙, где 𝑎 ∈ (0, 1), 𝜙 ∈ R. Следовательно, Re𝐴2 = 𝑎 cos𝜙 и Re𝐴22 =
𝑎2(2 cos2 𝜙 − 1). Тогда справедливость доказываемого неравенства эквивалентна
условию
2𝑎2𝑟(cos2 𝜙− 1) + (1− 𝑟)2(𝑟 + 𝑎 cos𝜙)− (1− 𝑟) ≤ 0. (3)
Для доказательства последнего рассмотрим на [0, 1] × [0, 2𝜋] функцию 𝐹 (𝑎, 𝜙) =
(1− 𝑟)((1− 𝑟)(𝑎 cos𝜙+ 𝑟)− 1) и найдем ее максимум. Непосредственными вычис-
лениями устанавливается, что при 𝑎 ∈ (0, 1) и 𝜙 ∈ [0, 2𝜋]
max𝐹 (𝑎, 𝜙) = −𝑟2(1− 𝑟) < 0.
Следовательно, левая часть неравенства (3) имеет вид




















по 𝑟 для всех точек 𝑧 = 𝑟𝑒𝑖𝑡.












не возрастает по 𝑟 для всякой функции 𝑓 ∈ 𝐶.







𝑓 ′(𝑧) + 1
}︁
1−𝑟
1+𝑟 ≤ 1 и, как отмечено выше, выражение слева не














= 𝛿* ∈ [0, 1].
Докажем, что существует 𝑡*0 ∈ R, для которого выполняется пункт 2*).


















Выберем возрастающую последовательность 𝑟𝑛 ∈ (0, 1), 𝑟𝑛 → 1−, 𝑟 < 𝑟𝑛. Без





𝑓 ′(𝑟𝑒𝑖𝑡) + 1
}︁
1+𝑟
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3) Продемонстрируем точность полученных выше оценок.





















, 𝑟 ∈ (0, 1). (4)
Этому тождеству удовлетворяет функция 𝑓0(𝑧) = 𝑧/(1 + 𝑧) при 𝑧 = 𝑟. Предполо-
жим, что некоторая функция 𝑓1 ∈ 𝐶 также удовлетворяет равенству (4). Тогда








Устремляя в последнем равенстве 𝑟 к 0+, получаем
Re 𝑒𝑖𝑡02𝑎2 = −2, 2|𝑎2| cos(𝑡0 + arg 𝑎2) = −2,
где 𝑎2 = 𝑓1
′′(0)/2. Равенство возможно, только если |𝑎2| = 1. Следовательно, в
силу свойств класса 𝐶 (см., например, [10]) 𝑓1(𝑧) = 𝑧/(1 + 𝑒
𝑖𝜃𝑧).




















≡ 1 + 𝑟
1− 𝑟 , 𝑟 ∈ (0, 1).
Этому тождеству удовлетворяет функция 𝑓0(𝑧) = 𝑧/(1 − 𝑧) при 𝑧 = 𝑟. Предполо-
жим, что этому же равенству удовлетворяет также другая функция 𝑓1 ∈ 𝐶. Тогда







Как и при доказательстве пункта 3) равенство возможно, только если |𝑎2| = 1.
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1) Мебиусово преобразование 𝑓(𝑧) = 𝑧1−𝑧 отображает круг ∆ на полуплоскость{𝑤 : Re𝑤 > −1/2}. Для данного отображения
𝛽(𝑟) = min
|𝑧|=𝑟







при 𝑧 = −𝑟,
то есть 𝛿 = 1 и для 𝛽(𝑟) направление интенсивного убывания 𝑡0 равно 𝜋 (Рис. 1).
Рис. 1: Направление интенсивного убывания для 𝑓(𝑧) = 𝑧1−𝑧 и образ круга ∆
2) Функция 𝑓(𝑧) = 12 ln
1+𝑧












при 𝑧 = ±𝑖𝑟,
то есть 𝛿 = ∞ и функция обладает двумя направлениями интенсивного убывания
порядка выпуклости 𝑡0 = ±𝜋2 (см. Рис. 2).
Рис. 2: Направления интенсивного убывания для 𝑓(𝑧) = 12 ln
1+𝑧
1−𝑧 и образ круга ∆
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Заключение
В настоящей работе доказана точная теорема регулярности убывания порядка
выпуклости конформного отображения в классе 𝐶 нормированных выпуклых од-
нолистных конформных отображений единичного круга, а также утверждения о












𝑓 ′(𝑧) + 1
}︁
. В последующих работах предполагается получить анало-
гичные результаты в классе 𝑆, в линейно-инвариантных семействах аналитиче-
ских функций, а также обобщить утверждения на линейно-инвариантные семей-
ства гармонических отображений.
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